Sistemas lineales de congruencias: Teorema chino del resto

Teorema chino del resto: Si en el sistema

ax = b (mod nq)
asx = by (mod ny)
asx = bg (mod ng)

se verifica que med(n;, nj) = 1 Vi # j, y que med(a;, n;) = 1 Vi, entonces tiene solucion, que sera tnica
modulo nq - ng - - - ng.

=1 (méd 15)
1. Resuelve
=1 (méd 16)

Solucion Comprobemos que los médulos son coprimos dos a dos:

16 | 2

1513 812

25 412

1 2|2
1

med(15,16)=1

La solucién de la ultima ecuacién es:

r =16t +1 =

1+ 16t =1 (méd 15) = 16t =0 (méd 15) y como 16 =15-1+1 = 15 =0 (mdd 15)

to = 15t
=16t +1= 2 =16- (15t;) + 1 =
x = 240t; + 1

x=240t; +1 < =1 (mdéd 240)

Solucién directa con sympy: = = 240t; + 1

Comprobacioén:
1=15-0+1
1=16-0+1

1182 = 18 (méd 169)

2. Resuelve
238z = 38 (mdd 221)

Solucion Comprobemos que los médulos son coprimos dos a dos:
169 | 13 221 | 13
13 | 13 17 | 17
1 1
med(169,221)=13

No podemos aplicar el teorema

2z =5 (méd 3)

3. Resuelve
3x =2 (méd 7)



Solucién Comprobemos que los médulos son coprimos dos a dos:

313 7|7
1 1
med(3,7)=1

Obtengamos el inverso de 2 médulo 3
1 0 2
01 3
312
111 =3=1-2+1=3-1-2=1= Restamos a la segunda fila 1 veces la primera
1 0 2
-1 11
211
0]2=2=2-14+0=2-2-1=0= Restamos a la primera fila 2 veces la segunda

3 -2 0
-1 1 1

Por tanto 27! = —1 =2 (méd 3) y el med( 2, 3 )=1

Obtengamos el inverso de 3 médulo 7
1 0 3
017
713
112=7=2-3+1=7-2-3=1= Restamos a la segunda fila 2 veces la primera
1 0 3
-2 1 1
311
0]|3=3=3-14+0=3-3-1=0 = Restamos a la primera fila 3 veces la segunda

( 7 -3 0)
-2 1 1
Por tanto 37! = —2=5 (méd 7) y el med( 3, 7 )=1
Tenemos las ecuaciones nuevas:
20 =5 (méd 3) = x=2"1-5 (méd 3) =2-5 (méd 3) =10 (méd 3) =1 (méd 3)
3z=2 (méd 7)=2z=3"1.2 (méd 7) =5-2 (méd 7) =10 (méd 7) =3 (méd 7)
x=1 (méd 3)
x =3 (méd 7)
La solucién de la ultima ecuacién es:
r="Tty+3 =
34+ Tt =1 (méd 3) ycomo3=3-1=0+Tto =1 (méd 3) = Tta =1 (méd 3) y como
7=3-2+1= 1t =1 (mbd 3)
1 0 1
(O 1 3)

311
0 r»3:>33-1+():>3—3-10:>Restamosala segunda fila 3 veces la primera

1 01
-3 1 0
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Por tanto 171 =1 =
to=1-1 (méd 3) =t =1 (mdéd 3) = to2 =1 (mdd 3)

to =3t +1
$=7t2+3:>$=7~(3t1+1)+3=>
Tz =21t + 10

=21t +10 < =10 (méd 21)

Solucién directa con sympy: x = 21t; + 10
Comprobacion:
2.-10=20=3-64+2y5=3-1+2
3-10=30=7-4+2

168z = 24 (mdd 220)

4. Resuelve
{ 56x = 40 (méd 69)

Solucion Comprobemos que los médulos son coprimos dos a dos:
220 | 2
110 | 2 69 | 3
55 | 5 23 | 23
11 | 11 1
1

med(220,69)=1

Obtengamos el inverso de 168 mdédulo 220
1 0 168
(O 1 220>
2201168
52 |1 =220 =1-168 + 52 = 220 - 1 - 168 = 52 = Restamos a la segunda fila 1
veces la primera
1 0 168
(—1 1 52 )
168 |52
12 }37 = 168 =352 + 12 = 168 - 3 - 52 = 12 = Restamos a la primera fila 3 veces
la segunda
4 -3 12
<—1 1 52>
52|12
4 }T:>524'12 + 4 =52-4-12 = 4 = Restamos a la segunda fila 4 veces la
primera
4 =3 12
(—17 13 4)
1214
0 }73 =12=3-4+0=12-3 -4 = 0 = Restamos a la primera fila 3 veces la segunda
55 —42 0
(—17 13 4)

Por tanto 168! = —17 = 203 (mdéd 220) y el med( 168 , 220 )—4

No podemos aplicar el teorema

168x = 24 (mdd 221)

5. Resuelve
56x = 40 (mé6d 69)
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Solucién Comprobemos que los médulos son coprimos dos a dos:
221 |13 693
17|17 23| 23
1 1

med(221,69)=1

Obtengamos el inverso de 168 mdédulo 221
1 0 168
0 1 221
2211168

531 =221 =1-168 4+ 53 = 221 - 1 - 168 = 53 = Restamos a la segunda fila 1

veces la primera
1 0 168
-1 1 53

168 |53
913 =168=3-53+9 = 168-3- 53 =9 = Restamos a la primera fila 3 veces
la segunda
4 -3 9
-1 1 53
5319
8|15 =53=5-94+8=053-5-9 =28 = Restamos a la segunda fila 5 veces la primera
4 -39
—21 16 8
918
111 =9=1-8+1=9-1-8=1= Restamos a la primera fila 1 veces la segunda
25 —19 1
—-21 16 8
811
0| 8=8=8-1+0=8-8:1=0 = Restamos a la segunda fila 8 veces la primera
25 —19 1
—221 168 0

Por tanto 16871 = 25 y el med( 168 , 221 )=1

Obtengamos el inverso de 56 médulo 69
1 0 56
0 1 69
69|56
131 =69=1-56+13=69-1-56=13 = Restamos a la segunda fila 1 veces la
primera
1 0 56
-1 1 13
56 |13
414 =56=4-13+4=56-4-13 =4 = Restamos a la primera fila 4 veces la

segunda
5 —4 4
-1 1 13
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134
1 r»?) =13=3-4+1=13-3 -4 =1 = Restamos a la segunda fila 3 veces la primera
) —4 4
—-16 13 1
411
0|4=4=4-14+0=4-4-1= 0= Restamos a la primera fila 4 veces la segunda
69 —56 0
—-16 13 1
Por tanto 5671 = —16 = 53 (mdéd 69) y el med( 56 , 69 )=1
Tenemos las ecuaciones nuevas:
168z = 24 (m6d 221) = 2 = 1687 1-24 (méd 221) = 25-24 (méd 221) = 600 (méd 221) =
158 (méd 221)
562 = 40 (m6d 69) = x = 56 - 40 (méd 69) = 53 - 40 (méd 69) = 2120 (méd 69) = 50
(méd 69)
x =158 (mod 221)
x =50 (méd 69)
La solucién de la ultima ecuacion es:

z = 69t + 50 =
50 4+ 69t = 158 (médd 221) = 69t = 108 (mdd 221)

1 0 69
0 1 221
221169
1413 =221=3-69+ 14 = 221-3 69 = 14 = Restamos a la segunda fila 3 veces
la primera
1 0 69
-3 1 14
69|14
13|14 =69=4-14+13=069-4 14 = 13 = Restamos a la primera fila 4 veces la

segunda
13 —4 13
-3 1 14

14113
1/1 =14=1-13+1=14-1-13 =1 = Restamos a la segunda fila 1 veces la

El sistema original quedaria {

primera
13 -4 13
-16 5 1
1311
0313

0 =13=13-1+0=13-13 -1 = 0 = Restamos a la primera fila 13 veces la

segunda
221 —69 0
-6 5 1

Por tanto 6971 = —16 = 205 (méd 221) =
ty = 205 - 108 (méd 221) = t5 = 22140 (méd 221) = to = 40 (méd 221)
to = 221t1 + 40
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z =69ty + 50 = z = 69 - (221¢1 + 40) + 50 =
z = 15249¢; + 2810

x = 15249t; + 2810 & x = 2810 (mdd 15249)

Solucién directa con sympy: x = 15249¢; + 2810
Comprobacion:

168 - 2810 = 472080 = 221 - 2136 + 24

56 - 2810 = 157360 = 69 - 2280 + 40

x = 5495 (méd 7643)

6. Resuelve
x = 7569 (méd 8765)

Solucion Comprobemos que los médulos son coprimos dos a dos:
8765 | b
1753 | 1753

7643 | 7643
1

1

med(7643,8765)=1
La soluciéon de la ultima ecuacion es:
x = 8765ty + 7569 =

7569 + 8765ts = 5495 (mod 7643) = 8765ty = —2074 (méd 7643) = 8765t = 5569
(méd 7643) y como 8765 = 7643 - 1 + 1122 = 1122t = 5569 (mdd 7643)

1 0 1122
0 1 7643
764311122

911 |6 = 7643 = 6 - 1122 + 911 = 7643 - 6 - 1122 = 911 = Restamos a la
segunda fila 6 veces la primera
1 0 1122
(—6 1 911>
11221911
2111 = 1122 =1-911 4+ 211 = 1122 -1 - 911 = 211 = Restamos a la primera
fila 1 veces la segunda
7T -1 211
(—6 1 911)
911211
674 =911 =4-211 4 67 = 911 - 4 - 211 = 67 = Restamos a la segunda fila 4
veces la primera
7T -1 211
<—34 5 67)
211|167
10 }37 =211 =3-67 + 10 = 211-3 - 67 = 10 = Restamos a la primera fila 3 veces
la segunda
109 -16 10
(—34 5 67)
6710
7 }67:>676 10 + 7= 67-6 - 10 = 7 = Restamos a la segunda fila 6 veces la
primera
109 —-16 10
(—688 101 7)
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107
3 r»l =10=1-7+3=10-1-7= 3 = Restamos a la primera fila 1 veces la segunda
797  —117 3
—688 101 7
713
112=7=2-3+1=7-2-3=1= Restamos a la segunda fila 2 veces la primera
797 117 3
—2282 335 1
311
0]3=3=3-1+0=3-3:1=0= Restamos a la primera fila 3 veces la segunda

7643 —1122 0
—2282 335 1

Por tanto 112271 = —2282 = 5361 (méd 7643) =

ty = 5361 - 5569 (méd 7643) = t; = 29855409 (méd 7643) = t, = 1851 (méd 7643)
ty = 7643t, + 1851

x = 8765t5 + 7569 = x = 8765 - (7643t + 1851) + 7569 =

x = 66990895t; + 16231584

x = 66990895t; + 16231584 < = = 16231584 (mdd 66990895)

Solucién directa con sympy: x = 66990895t 4+ 16231584
Comprobacioén:

16231584 = 7643 - 2123 + 5495

16231584 = 8765 - 1851 + 7569

=2 (méd 3)
7. Resuelve ¢ x =3 (mdd 5)
x =2 (méd 7)
Solucién Comprobemos que los modulos son coprimos dos a dos:
313 5|5 7|7
1 1 1

med(3,5)=1, med(3,7)=1, med(5,7)=1

La solucion de la ultima ecuacion es:

r="Tt3+2=

24 T7t3 =3 (mdéd 5) = Ttg =1 (m6d 5) y como 7=5-1+2 = 2t3 =1 (mdd 5)

1 0 2
015
512
112=5=2-2+1=5-2-2=1= Restamos a la segunda fila 2 veces la primera
1 0 2
-2 1 1
211
0]2=2=2-14+0=2-2-1=0= Restamos a la primera fila 2 veces la segunda
5 =2 0
-2 1 1
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Por tanto 27! = =2 =3 (méd 5) =

t3=3-1 (m6d 5) = t3 =3 (m6d 5) = t3 = 3 (méd 5)

ty = 5ty + 3 =

x=Tts+2=2="T7-(bta+3)+2=>

T = 35ty 4+ 23 =

23 4 35, =2 (m6d 3) y como 23 =3-7+2 = 2+ 35t = 2 (m6d 3) = 35t = 0 (méd 3)
y como 35 =311+ 2 = 2t =0 (méd 3)

to = 3t
2 =35ty +23 = 2 =35 (3t;) + 23 =
z = 105t + 23

o = 105t; + 23 < = =23 (méd 105)

Solucién directa con sympy: x = 105t + 23

Comprobacion:
23=3-T+2
23=5-4+3
23=7-3+2
3x =1 (méd 2)
8. Resuelve { z =1 (mdd 3)
22 =3 (mdd 5)

Solucion Comprobemos que los médulos son coprimos dos a dos:
212 33 515
1 1 1

med(2,3)=1, med(2,5)=1, mecd(3,5)=1

Obtengamos el inverso de 3 médulo 2
1 0 3
01 2
312
111 =3=1-2+1=3-1-2=1= Restamos a la primera fila 1 veces la segunda
1 -1 1
0 1 2

211
0 r»2:>22-1+0:>2—2-10:>Restamosala segunda fila 2 veces la primera

1 -1 1
-2 3 0
Por tanto 37! =1 y el med( 3, 2 )=1

Obtengamos el inverso de 2 médulo 5
1 0 2
0 1 5
512
112=5=2-2+1=5-2-2=1= Restamos a la segunda fila 2 veces la primera
1 0 2
-2 1 1
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211
0 %:22-1+0:>2—2 -1 = 0 = Restamos a la primera fila 2 veces la segunda

5 -2 0

-2 1 1
Por tanto 27! = =2 =3 (méd 5) y el med( 2, 5 )=1
Tenemos las ecuaciones nuevas:

3r=1(m6d2) =2=3""-1(méd2)=1-1 (méd 2) =1 (méd 2)
22 =3 (méd5) = z=2"1-3 (méd 5)=3-3 (méd 5) =9 (méd 5) =4 (méd 5)

x =1 (méd 2)
El sistema original quedaria ¢ z =1 (mdd 3)

x =4 (méd 5)
La solucién de la dltima ecuacion es:

r=>5l3+4=
445t3 =1 (méd 3) ycomo4=3-1+1= 1+5t3 =1 (mdd 3) = 5t3 =0 (mdéd 3) y como
5=3-14+2= 23 =0 (méd 3)
ts = 3ty =
x=>5ts+4=x=5-(3t2) +4=
T =15ty +4 =
4415ty =1 (méd 2) y como 4 =2-2 = 0415t =1 (méd 2) = 15t =1 (méd 2) y como
15=2-7T+1= 1t =1 (méd 2)
1 01
(0 1 2)

211
0 r»Zj22~1 +0=2-2-1= 0= Restamos a la segunda fila 2 veces la primera

1 01
-2 1 0
Por tanto 17 ' =1 =

ta=1-1(méd 2) =t =1 (méd 2) = t2 =1 (méd 2)

to=2t1+1
xr=15ts+4=2=15-2t1+1)+4=
x = 30t + 19

x=30t1 +19 < =19 (mdd 30)

Solucién directa con sympy: z = 30t; + 19
Comprobacion:
3-19=57=2-28+1
19=3-6+4+1
2-19=38=5-7T+3
6x =2 (mdd 25)
9. Resuelve | 5z =2 (mdd 7)
7r =3 (mdd 18)

Solucién Comprobemos que los médulos son coprimos dos a dos:

18 | 2
22277 913
1 1 313

1

med(25,7)=1, med(25,18)=1, mcd(7,18)=1
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Obtengamos el inverso de 6 médulo 25
1 0 6
0 1 25

25| 6

114=25=4-6+1=25-4-6=1= Restamos a la segunda fila 4 veces la primera

1 0 6
-4 1 1

6|1

0]6=6=6-1+0=6-6-1=0 = Restamos a la primera fila 6 veces la segunda

25 —6 0
-4 1 1

Por tanto 67! = —4 =21 (mdéd 25) y el med( 6, 25 )—1

Obtengamos el inverso de 5 médulo 7
1 05
017
715
2|1=7=1-54+2=7-1-5= 2= Restamos a la segunda fila 1 veces la primera
1 0 5
-1 1 2
512
112=5=2-2+1=5-2-2=1= Restamos a la primera fila 2 veces la segunda
3 -2 1
-1 1 2

211
0 %:22-1 +0=2-2-1= 0= Restamos a la segunda fila 2 veces la primera

3 -2 1
-7 5 0
Por tanto 5! =3 y el med( 5, 7 )=1

Obtengamos el inverso de 7 médulo 18
10 7
0 1 18
18 |7
412=18=2-7T+4=18-2 -7 =4 = Restamos a la segunda fila 2 veces la primera
1 07
-2 1 4
714
3|/1=7=1-4+3=7-1-4= 3= Restamos a la primera fila 1 veces la segunda
3 -1 3
-2 1 4
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413

1 r»l: 4=1-341=4-1-3=1= Restamos a la segunda fila 1 veces la primera
3 -1 3
-5 2 1

311

0] 3=3=3-1+0=3-3-1=0 = Restamos a la primera fila 3 veces la segunda

<18 -7 0>

-5 2 1

Por tanto 77! = =5 = 13 (méd 18) y el med( 7 , 18 )=1

Tenemos las ecuaciones nuevas:

62 =2 (méd 25) =z =6""-2 (méd 25) = 21-2 (méd 25) = 42 (méd 25) = 17 (méd 25)

52 =2 (méd 7) = 2=5"-2 (méd 7) =3-2 (méd 7) =6 (méd 7)

7r=3 (méd 18) = x =7"1-3 (méd 18) = 13-3 (méd 18) = 39 (méd 18) = 3 (méd 18)
x =17 (méd 25)

El sistema original quedaria ¢ x =6 (méd 7)
r =3 (méd 18)

La solucién de la dltima ecuacion es:

r=18t3+ 3 =

3+ 18t3 =6 (méd 7) = 183 =3 (mdd 7) y como 18 =7-2+4 = 4t3 =3 (mdd 7)

1 0 4
017
714
3/1=7=1-44+3=7-1-4= 3= Restamos a la segunda fila 1 veces la primera
1 0 4
-1 1 3
413
1|1 =4=1-3+1=4-1-3=1= Restamos a la primera fila 1 veces la segunda
2 -1 1
-1 1 3
311
0]|3=3=3-1+0=3-3-1=0 = Restamos a la segunda fila 3 veces la primera
2 -1 1
-7 4 0
Por tanto 471 =2 =

t3=2-3 (méd 7) = t3=6 (m6d 7) = t3 =6 (méd 7)

tg = Tto + 6 =

x=18t3+3 =2 =18 (Tt +6) +3 =

r = 126t2 + 111 =

1114126t9 = 17 (mé6d 25) y como 111 = 25-44+11 = 114126t = 17 (mdd 25) = 126t = 6
(méd 25) y como 126 =25-5+4+1 = 1ty =6 (mdd 25)

1 0 1
0 1 25
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2511
05|25
0 =25=25-1+4+ 0= 25-25-1= 0 = Restamos a la segunda fila 25 veces la

primera
1 01
-25 1 0
Por tanto 171 =1 =

to =16 (mdd 25) = to =6 (mbd 25) = to =6 (mdéd 25)
ty = 25t1 + 6

x =126ty + 111 = = = 126 - (25t; + 6) + 111 =

x = 3150t; 4 867

o = 3150t; + 867 < = = 867 (mdéd 3150)

Solucién directa con sympy: x = 3150t; + 867
Comprobacion:

6-867 = 5202 = 25-208 4+ 2

5-867 =4335="T7-619+2

7-867 = 6069 = 18 -337+ 3

39x =4 (mdd 187)
10. Resuelve ¢ 2z =27 (mdd 135)
10z = 19 (méd 329)

Solucién  Comprobemos que los modulos son coprimos dos a dos:

135 | 3
187 | 11 4513 329 |7
17 | 17 15| 3 47 | 47
1 515 1
1

med(187,135)=1, med(187,329)=1, med(135,329)=1

Obtengamos el inverso de 39 moédulo 187
1 0 39
0 1 187
187139
31|14 =187=4-39+ 31 = 187-4 -39 = 31 = Restamos a la segunda fila 4 veces
la primera
1 0 39
-4 1 31
39131
8|1 =39=1-31+8=39-1:31 =28 = Restamos a la primera fila 1 veces la
segunda
5 —1 8
-4 1 31
3118
713 =31=3-8+7=31-3-8=7= Restamos a la segunda fila 3 veces la primera

5 -1 8
-19 4 7
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817
1 r»l =8=1-74+1=8-1:7=1= Restamos a la primera fila 1 veces la segunda
24 -5 1
-19 4 7
711
0| 7=7=7-1+0=7-7-1=0 = Restamos a la segunda fila 7 veces la primera
24 -5 1
—187 39 0

Por tanto 3971 = 24 y el med( 39 , 187 )=1
Obtengamos el inverso de 2 médulo 135
1352

1 0 2
0 1 135
15167

1 =135 =67-2+ 1= 135-67 -2 =1 = Restamos a la segunda fila 67 veces
la primera
1 0 2
—67 1 1
211
0]2=2=2-14+0=2-2-1=0= Restamos a la primera fila 2 veces la segunda
135 =2 0
—-67 1 1

Por tanto 27! = —67 = 68 (méd 135) y el med( 2 , 135 )=1

Obtengamos el inverso de 10 médulo 329

1 0 10
0 1 329

3291(10
29|32
9 =329 =32-10 + 9 = 329 - 32 - 10 = 9 = Restamos a la segunda fila 32

veces la primera
1 0 10
=32 1 9
1019
1/1=10=1-9+1=10-1-9 =1 = Restamos a la primera fila 1 veces la segunda
33 -1 1
-32 1 9
911
0]9=9=9-1+0=9-9:1=0 = Restamos a la segunda fila 9 veces la primera
33 -1 1
-329 10 0
Por tanto 1071 = 33 y el med( 10 , 329 )=1

Tenemos las ecuaciones nuevas:

392 =4 (méd 187) = z =39 -4 (méd 187) = 24 -4 (méd 187) = 96 (méd 187)
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2z = 27 (méd 135) = z = 27127 (méd 135) = 68 -27 (méd 135) = 1836 (mdéd 135) = 81
(méd 135)
10z = 19 (méd 329) = = = 107! - 19 (mdéd 329) = 33 - 19 (mdd 329) = 627 (méd 329) =
298 (mdd 329)

x =96 (mo6d 187)
El sistema original quedaria { = 81 (mdd 135)

x =298 (méd 329)
La solucién de la tltima ecuacion es:
z = 3293 + 298 =
298 + 329¢3 = 81 (mdd 135) y como 298 = 135 -2 + 28 = 28 + 329¢3 = 81 (mdd 135)
= 329¢3 = 53 (m6d 135) y como 329 = 135 -2 + 59 = 59t3 = 53 (mdd 135)

1 0 59
0 1 135
135159
1712 =135=2-59417=135-2 59 = 17 = Restamos a la segunda fila 2 veces
la primera
1 0 59
-2 1 17
59|17
8|13 =59=3.-17+ 8 =59-3 .17 = 8 = Restamos a la primera fila 3 veces la
segunda
7T -3 8
-2 1 17
1718
112=17T=2-8+1=17-2 -8 =1 = Restamos a la segunda fila 2 veces la primera
7 -3 8
-16 7 1
811
0| 8=8=8-1+0=8-8:1=0 = Restamos a la primera fila 8 veces la segunda
135 —=59 0
-6 7 1
Por tanto 5971 = —16 = 119 (méd 135) =
ts3 =119 - 53 (méd 135) = t3 = 6307 (méd 135) = t3 = 97 (mdd 135)
t3 = 135t2 4+ 97 =
x = 3293 + 298 = x = 329 - (135t9 + 97) + 298 =

x = 44415t5 + 32211 =
32211 + 44415t = 96 (mdd 187) y como 32211 = 187 - 172 + 47 = 47 + 44415ty = 96

(méd 187) = 44415t, = 49 (méd 187) y como 44415 = 187 - 237 + 96 = 96t, = 49
(méd 187)

10 96

0 1 187
187

96
911 =187=1-96+ 91 = 187-1-96 = 91 = Restamos a la segunda fila 1 veces

la primera
1 0 96
-1 1 91
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96|91
5|1 =96=1-91+5=96-1-91 =5 = Restamos a la primera fila 1 veces la
segunda
2 -1 5
-1 1 91
9115
41118
1 =91 =18-5+1=91-18 -5 =1 = Restamos a la segunda fila 18 veces la
primera
2 -1 5
=37 19 1
511
0| 5=5=5-1+0=5-5-1=0 = Restamos a la primera fila 5 veces la segunda
187 —-96 0
=37 19 1
Por tanto 96~ = —37 = 150 (méd 187) =
to = 150 - 49 (méd 187) = to = 7350 (méd 187) = to = 57 (mdd 187)
to = 187t1 + 57

x = 44415ty + 32211 = x = 44415 - (187ty + 57) + 32211 =
x = 8305605¢1 + 2563866

x = 8305605t; + 2563866 <> x = 2563866 (mdéd 8305605)

Solucidén directa con sympy: x = 8305605t; + 2563866
Comprobacion:

39 - 2563866 = 99990774 = 187 - 534710 + 4

22563866 = 5127732 = 135 - 37983 + 27

10 - 2563866 = 25638660 = 329 - 77929 4 19

=0 (méd 7)

x =1 (méd 3)
11. Resuelve

x =T (méd 8)

x =19 (méd 23)
Solucién Comprobemos que los médulos son coprimos dos a dos:
2
313 2 23123
2 1

— N B 0o

med(7,3)=1, med(7,8)=1, med(7,23)=1, mecd(3,8)=1, med(3,23)=1, mcd(8,23)=1

La solucién de la dltima ecuacién es:

=23t +19 =

19423t4 =7 (méd 8) y como 19 =8-2+3 =3+23t4 =7 (méd 8) = 23ty =4 (méd 8)
y como 23 =8-2+7 = Tty =4 (méd 8)

1 07
01 8
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817

1 r»l:> 8=1-7+1=8-1-7=1= Restamos a la segunda fila 1 veces la primera
1 07
-1 1 1

711
0 %:77- 1+0=7-7-1=0 = Restamos a la primera fila 7 veces la segunda

(8 —7 0)

-1 1 1

Por tanto 77! = =1 =7 (méd 8) =

ty=7-4 (méd 8) = t4 =28 (mdd 8) = t4 =4 (méd 8)
ty =8t3+4 =

2 =23t +19 = =23 (8t +4) + 19 =

r = 184t3 + 111 =

111 + 184t3 = 1 (mé6d 3) y como 111 = 3-37 = 0+ 184t3 = 1 (mdd 3) = 184t3 = 1
(méd 3) y como 184 =3-61+1 = 1lt3 =1 (méd 3)

1 01
0 1 3
311
0]3=3=3-1+0=3-3-1=0 = Restamos a la segunda fila 3 veces la primera
1 01
-3 10
Por tanto 17! =1 =

ts=1-1 (méd 3) = t3 =1 (méd 3) = t3=1 (mdd 3)

ts =3t + 1=

w=184t5+ 111 = 2 = 184 (3t + 1) + 111 =

T = 552ty + 295 =

295 + 552t =0 (mdéd 7) y como 295 =7-424+ 1 = 1+ 552t =0 (méd 7) = 552t = —1
(méd 7) = 552t3 =6 (mdd 7) y como 552 =7-78 + 6 = 6t =6 (mdd 7)

1 0 6
017
716
1|1 =7=1-6+1=7-1-6=1= Restamos a la segunda fila 1 veces la primera
1 0 6
-1 1 1

61
0 r»6:>66-1+():>6—6-1 = 0 = Restamos a la primera fila 6 veces la segunda

7 —6 0
-1 1 1
Por tanto 67! = =1 =6 (méd 7) =
to=6-6 (m6d 7) = tp =36 (m6d 7) = to = 1 (méd 7)
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to = Tt1 + 1
x = 552ty + 295 = x =552 (Tt + 1) + 295 =
x = 3864t 4 847

@ = 3864t; + 847 < z = 847 (mébd 3864)

Solucidén directa con sympy: x = 3864t; + 847
Comprobacion:

847 =17-121

847 =3-282+1

847 =8-105+7

847 =23 -36 + 19

x =2 (méd 3)
x =3 (méd 5)
=6 (méd 8)
=10 (méd 11)

12. Resuelve

Solucion Comprobemos que los médulos son coprimos dos a dos:

med(3,5)=1, med(3,8)=1, med(3,11)=1, mecd(5,8)=1, med(5,11)=1, mecd(8,11)=1

La solucién de la dltima ecuacion es:

r=11t4,+ 10 =

10+ 114 =6 (m6d 8) y como 10 =8-1+2 =2+ 114 =6 (méd 8) = 11ty =4 (mdd 8)
y como 11 =8-1+3 = 3ty =4 (méd 8)

1 0 3
0 1 8
813
212=8=2-3+2=28-2-3=2= Restamos a la segunda fila 2 veces la primera
1 0 3
-2 1 2
312
111 =3=1-2+1=3-1-2=1= Restamos a la primera fila 1 veces la segunda
3 -1 1
-2 1 2
211
0]2=2=2-14+0=2-2-1=0 = Restamos a la segunda fila 2 veces la primera
3 -1 1
-8 3 0
Por tanto 37! =3 =

ty=3-4 (méd 8) = t4 =12 (mébd 8) = t4, =4 (mdd 8)
ty =8t3+4 =
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z=11t;+ 10 = z = 11 - (8t +4) + 10 =

T = 88t3 + 54 =

54+88t3 =3 (méd 5) y como 54 = 5-104+4 = 44-88t3 =3 (mdd 5) = 88t3 = —1 (mébd 5)
= 88t3 =4 (m6d 5) y como 88 =517+ 3 = 3t3 =4 (mdd 5)

1 0 3
01 5
513
2|1=5=1-3+2=5-1-3=2= Restamos a la segunda fila 1 veces la primera
1 0 3
-1 1 2
312
111 =3=1-2+1=3-1-2=1= Restamos a la primera fila 1 veces la segunda
2 -1 1
-1 1 2
211
0]2=2=2-14+0=2-2-1=0= Restamos a la segunda fila 2 veces la primera
2 -1 1
-5 3 0
Por tanto 371 =2 =

t3=2-4 (méd 5) = t3 =8 (méd 5) = t3 =3 (méd 5)

t3 = bty + 3 =

x = 88tz + 54 = x =88 (bt + 3) + 54 =

x = 440t2 + 318 =

318 + 440t, = 2 (m6d 3) y como 318 = 3- 106 = 0 + 440t = 2 (m6d 3) = 440ty = 2
(méd 3) y como 440 = 3 - 146 4 2 = 2ty = 2 (méd 3)

1 0 2
01 3
312
111 =3=1-2+1=3-1-2=1= Restamos a la segunda fila 1 veces la primera
1 0 2
-1 1 1

211
0 }7:22«1 +0=2-2-1=0= Restamos a la primera fila 2 veces la segunda

< 3 -2 0)
-1 1 1
Por tanto 27! = —1 =2 (méd 3) =

to=2-2 (méd 3) =t =4 (mbd 3) = to =1 (mdd 3)
to =3t1 +1

o= 440ty + 318 = x = 440 - (3t; + 1) + 318 =

x = 1320t; 4 758

o = 1320t; + 758 < = = 758 (méd 1320)
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Solucién directa con sympy: = = 1320t; + 758
Comprobacion:
758 =3-252+42
758 =5-151+3
758 =8-94+46
758 = 11-68 4+ 10
4r =2 (mé6d 9)
S5 =3 (méd 7)
13. Resuelve
3rx =4 (méd 5)

7r =5 (mdd 22)

Solucion Comprobemos que los médulos son coprimos dos a dos:

913 22 | 2
313 I7 51)5 11 ] 11
1 1

med(9,7)=1, med(9,5)=1, med(9,22)=1, med(7,5)=1, med(7,22)=1, mecd(5,22)=1

Obtengamos el inverso de 4 médulo 9
1 0 4
019
914
112=9=2-4+1=9-2-4=1= Restamos a la segunda fila 2 veces la primera
1 0 4
-2 1 1
411
0| 4=4=4-1+0=4-4-1=0 = Restamos a la primera fila 4 veces la segunda
9 —4 0
-2 1 1

Por tanto 4! = —2 =7 (méd 9) y el med( 4,9 )=1

Obtengamos el inverso de 5 médulo 7
1 05
017
715
2|1=7=1-54+2=7-1-5= 2= Restamos a la segunda fila 1 veces la primera
1 0 5
-1 1 2
512
112=5=2-2+1=5-2-2=1= Restamos a la primera fila 2 veces la segunda
3 -2 1
-1 1 2
211
0]2=2=2-14+0=2-2-1=0= Restamos a la segunda fila 2 veces la primera

3 =21
-7 5 0

-1
Por tanto 57 =3 y el med( 5, 7 )=1
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Obtengamos el inverso de 3 médulo 5
1 0 3
015
2 r»l =5=1-3+2=5-1-3=2= Restamos a la segunda fila 1 veces la primera
1 0 3
-1 1 2
1 r»l =3=1-2+1=3-1:2=1= Restamos a la primera fila 1 veces la segunda
2 -1 1
-1 1 2

0 r»Z =2=2-14+0=2-2-1=0= Restamos a la segunda fila 2 veces la primera

2 -1 1
-5 3 0
Por tanto 37! =2y el med( 3, 5 )=

Obtengamos el inverso de 7 mo6dulo 22
1 0 7
0 1 22
1 r»S =22=3-7+1=22-3-7=1= Restamos a la segunda fila 3 veces la primera
1 07
-3 11
0 r»7 =7=7-1+0=7-7-1=0 = Restamos a la primera fila 7 veces la segunda

22 -7 0
<—3 1 1>

Por tanto 77! = =3 =19 (méd 22) y el med( 7, 22 )=1
Tenemos las ecuaciones nuevas:
4r=2 (méd 9) = r=4"1-2 (méd 9) =7-2 (méd 9) = 14 (méd 9) =5 (méd 9)

52 =3 méd7)=2x=5"1-3 (méd7)=3-3 (m6d 7) =9 (méd 7) =2 (méd 7)
3r=4 (m6éd 5) = x=3""-4 (méd 5) =2-4 (méd 5) =8 (méd 5) = 3 (méd 5)

7Tr=5 (méd 22) =z =7""1-5 (méd 22) = 19-5 (méd 22) = 95 (méd 22) = 7 (méd 22)
6d 9)

x
. . . ’ x
El sistema original quedaria
x
x

La solucién de la dltima ecuacion es:

=22t 4+ 7=

T+22t4 =3 (méd 5) ycomo 7=5-1+2=2+22t4 =3 (mdd 5) = 22t =1 (mdd 5) y
como22=5-442 =24, =1 (mdd 5)

1 0 2
015
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512

1 r»2:>52 -2+ 1=5-2-2=1= Restamos a la segunda fila 2 veces la primera
1 0 2
-2 11

211
0 }72:>22~1 +0=2-2-1=0= Restamos a la primera fila 2 veces la segunda

5 =2 0
<—2 1 1>
Por tanto 27! = =2 =3 (méd 5) =
ty=3-1 (méd 5) = t4, =3 (méd 5) = t4 =3 (méd 5)
ty = 5t3 +3 =
=22 +T7T=2=22-(5t3+3)+7=
z=110t3 + 73 =
73+ 110t3 =2 (m6d 7) y como 73 =7-10+3 = 3 + 110t3 = 2 (mdd 7) = 110t3 = —1
(méd 7) = 110t3 =6 (mdd 7) y como 110 =7-15+5 = 5t3 =6 (mdd 7)

1 0 5
01 7
715
21 =7=1-5+2=7-1-5=2= Restamos a la segunda fila 1 veces la primera
1 0 5
-1 1 2
512
112=5=2-2+1=5-2-2=1= Restamos a la primera fila 2 veces la segunda
3 =2 1
-1 1 2
211
0]2=2=2-14+0=2-2-1=0= Restamos a la segunda fila 2 veces la primera
3 =21
-7 5 0
Por tanto 51 =3 =

t3=3-6 (méd 7) = t3 =18 (mdéd 7) = t3 =4 (méd 7)

tg = Tto +4 =

x=110t3+ 73 = x =110 (Tt +4) + 73 =

x = T70t2 + 513 =

513 + 770ty = 5 (méd 9) y como 513 = 9-57 = 0+ 770ty = 5 (m6d 9) = 770ty = 5
(méd 9) y como 770 =9 -85+ 5 = 5ty =5 (mé6d 9)

1 0 5
019
915
411=9=1-5+4=9-1-5=4= Restamos a la segunda fila 1 veces la primera

1 05
-1 1 4
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514

1 r»l:> 5=1-4+1=5-1-4=1= Restamos a la primera fila 1 veces la segunda
2 -1 1
-1 1 4

411

0| 4=4=4-1+0=4-4-1= 0= Restamos a la segunda fila 4 veces la primera

2 -1 1
-9 5 0
Por tanto 57! =2 =

to=2-5 (mbéd 9) = to =10 (mbd 9) = t2 =1 (mé6d 9)
to =9t +1

@ =770ty + 513 = x = 770 - (9, + 1) + 513 =

T = 6930¢1 4 1283

x = 6930t; + 1283 < x = 1283 (mdd 6930)

Solucidén directa con sympy: x = 6930t; + 1283
Comprobacioén:

4-1283 =5132=9 570+ 2
5-1283 =6415="7-916+ 3
3-1283=3849=5-769+4
7-1283 = 8981 =22-408 +5
(52 =6 (mdéd 11)

3z =13 (mdd 16)

14. Resuelve { 2z =9 (mdéd 21)

7r =19 (mdd 25)

4r =9 (mod 13)

Solucion Comprobemos que los médulos son coprimos dos a dos:

16 | 2
812 21|13 2515
1} 1 412 7T 55 1:1513
2|2 1 1
1

med(11,16)=1, med(11,21)=1, med(11,25)=1, med(11,13)=1, med(16,21)=1, med(16,25)=1,
med(16,13)=1, med(21,25)=1, med(21,13)=1, med(25,13)=1
Obtengamos el inverso de 5 médulo 11

1 0 5
0 1 11
1115
112=11=2-5+1=11-2-5=1= Restamos a la segunda fila 2 veces la primera
1 05
-2 11
511
0| 5=5=5-1+0=5-5:1=0= Restamos a la primera fila 5 veces la segunda
1 -5 0
-2 1 1
Por tanto 57! = =2 =9 (méd 11) y el med( 5, 11 )=1
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Obtengamos el inverso de 3 médulo 16
1 0 3
0 1 16

163

1/5=16=5-3+1=16-5 3= 1= Restamos a la segunda fila 5 veces la primera

1 0 3
-5 11

311

0]3=3=3-1+0=3-3:1=0= Restamos a la primera fila 3 veces la segunda

16 -3 0
-5 1 1

Por tanto 37! = =5 =11 (méd 16) y el med( 3 , 16 )—1

Obtengamos el inverso de 2 médulo 21
1 0 2
0 1 21
212
1110=21=10-2+1=21-10-2 =1 = Restamos a la segunda fila 10 veces la
primera
1 0 2
—10 1 1
211
0]2=2=2-14+0=2-2-1=0= Restamos a la primera fila 2 veces la segunda
21 -2 0
-10 1 1

Por tanto 27! = —10 = 11 (méd 21) y el med( 2, 21 )=1

Obtengamos el inverso de 7 médulo 25
10 7
0 1 25
2517
413=2=3-7T+4=25-3-7=4= Restamos a la segunda fila 3 veces la primera
1 07
-3 1 4
714
3|/1=7=1-4+3=7-1-4= 3= Restamos a la primera fila 1 veces la segunda
4 -1 3
-3 1 4
413
1|1 =4=1-3+1=4-1-3=1= Restamos a la segunda fila 1 veces la primera
4 -1 3
-7 2 1
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0 r»?) =3=3-1+0=3-3:1=0 = Restamos a la primera fila 3 veces la segunda

25 =7 0
-7 2 1

Por tanto 77! = =7 = 18 (méd 25) y el med( 7, 25 )=1

Obtengamos el inverso de 4 médulo 13
1 0 4
0 1 13
1 r»?) =13=3-4+1=13-3-4=1= Restamos a la segunda fila 3 veces la primera
1 0 4
-3 11
0 }74 =4=4-14+0=4-4-1=0= Restamos a la primera fila 4 veces la segunda

13 -4 0

<—3 1 1>
Por tanto 4! = =3 =10 (méd 13) y el med( 4 , 13 )=
Tenemos las ecuaciones nuevas:
520=6 (m6éd 11) =2z =5"1-6 (méd 11) =9-6 (méd 11) = 54 (méd 11) = 10 (méd 11)
3z = 13 (méd 16) = = = 37 - 13 (méd 16) = 11 - 13 (méd 16) = 143 (méd 16) = 15
(méd 16)
20 =9 (méd 21) =z =2"1-9 (méd 21) =11-9 (mod 21) =99 (mé6d 21) =15 (méd 21)
7r =19 (méd 25) = = = 771 - 19 (méd 25) = 18 - 19 (méd 25) = 342 (méd 25) = 17
(méd 25)
4r=9 (méd 13) = 2 =4"1-9 (méd 13) = 10-9 (mdd 13) = 90 (méd 13) = 12 (méd 13)

z =10 (mé6d 11)

x =15 (méd 16)

El sistema original quedaria { =15 (mdéd 21)
7 (méd 25)

(2 =12 (mdd 13)

La solucion de la ultima ecuacion es:
r=13t5 + 12 =
12 + 13t5 = 17 (méd 25) = 13t5 =5 (méd 25)

1 0 13
(0 1 25)
25 3
12 }17 =25=1-13+4+12=25-1-13 = 12 = Restamos a la segunda fila 1 veces la
primera
1 0 13
(1 1 12)

13
1/1 =13=1-12+1=13-1-12 =1 = Restamos a la primera fila 1 veces la

segunda
2 -1 1
-1 1 12
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25

121
0212

0 =12=12-1+4+0=12-12 -1 = 0 = Restamos a la segunda fila 12 veces la
primera

2 -1 1
-25 13 0
Por tanto 1371 =2 =

ts =2-5 (méd 25) = t5 = 10 (méd 25) = t5 = 10 (mdd 25)

t5 =20ty + 10 =

w =135 + 12 = 2 = 13- (25t4 + 10) + 12 =

T =320ty + 142 =

142+325t4 = 15 (méd 21) y como 142 = 21-6+16 = 16+325t4 = 15 (mdd 21) = 3254 =
—1 (méd 21) = 325t4 = 20 (méd 21) y como 325 = 2115+ 10 = 10t4 = 20 (mdd 21)

1 0 10
0 1 21

21110
1}27:>212~10+1:>21—2-101iRestamosalasegundaﬁla2vecesla
primera

1 0 10

(—2 1 1)
1011
0 }170:> 10=10-1+ 0= 10-10 -1 = 0 = Restamos a la primera fila 10 veces la

segunda
21 =10 O
-2 1 1

Por tanto 107! = —2 =19 (méd 21) =

t4 =19-20 (méd 21) = ¢4 =380 (mdd 21) = t4 =2 (mdd 21)

ty =21t3+ 2 =

T =325ty + 142 = z = 325 - (21t3 + 2) + 142 =

T = 6825t3 + 792 =

792 + 6825t3 = 15 (mdd 16) y como 792 = 16 - 49 + 8 = 8 + 6825t5 = 15 (mdd 16)
= 6825t3 = 7 (mdd 16) y como 6825 = 16-426 4+ 9 = 9t3 =7 (mdd 16)

1 0 9
0 1 16

1619

711 =106=1-9+7=16-1-9 =7 = Restamos a la segunda fila 1 veces la primera

1 0 9
-1 1 7

917

211=9=1-7+2=9-1-7= 2= Restamos a la primera fila 1 veces la segunda
2 -1 2
-1 1 7

72

1/3=7=3-2+1=7-3-2=1= Restamos a la segunda fila 3 veces la primera
2 -1 2
-7 4 1
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211
0 %:22-1+0:>2—2 -1 = 0 = Restamos a la primera fila 2 veces la segunda

<16 -9 0>

-7 4 1

Por tanto 97! = -7 =9 (méd 16) =

t3 =97 (méd 16) = t3 = 63 (mdd 16) = t3 =15 (méd 16)
ts = 16t3 + 15 =

x = 6825t3 + 792 = x = 6825 - (16t2 + 15) + 792 =

x = 1092009 + 103167 =

103167 + 109200t = 10 (méd 11) y como 103167 = 11-9378 + 9 = 9 + 109200t, = 10
(méd 11) = 109200t; = 1 (méd 11) y como 109200 = 119927 + 3 = 3t, = 1 (méd 11)

1 0 3
0 1 11

1113

213=11=3-34+2=11-3-3 =2 = Restamos a la segunda fila 3 veces la primera
1 0 3
-3 1 2

312

1|11 =3=1-2+1=3-1-2=1= Restamos a la primera fila 1 veces la segunda
4 -1 1
-3 1 2

211

0]2=2=2-14+0=2-2-1=0= Restamos a la segunda fila 2 veces la primera
4 -1 1
—-11 3 0

Por tanto 37! =4 =

tg=4-1 (méd 11) =t =4 (méd 11) = t3 =4 (mdd 11)

to =11t +4

x = 109200t3 + 103167 = = = 109200 - (11¢1 + 4) + 103167 =
x = 1201200t; + 539967

x = 1201200t + 539967 < = = 539967 (mdéd 1201200)

Solucién directa con sympy: = = 12012001 + 539967
Comprobacion:

5-539967 = 2699835 = 11 - 245439 + 6

-539967 = 1619901 = 16 - 101243 + 13

539967 = 1079934 = 21 - 5142549

- 539967 = 3779769 = 25 - 151190 + 19

- 539967 = 2159868 = 13 - 166143 + 9

BN W
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